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1 Fachliche Kurzfassung

In diesem Artikel wird ein starres Modell eines Rampenliufers mit vier Beinen vorgestellt, das eine unwegsame
Rampe hinunterlaufen kann. Parameter, die das Laufverhalten beeinflussen, sind unter anderem die Hohe und
die Breite des Laufers. Es wird gezeigt, dass es eine kritische Ungleichung gibt, die diese Parameter erfiillen
miissen, damit der Laufer laufen kann. Diese Ungleichung wird sowohl theoretisch als auch experimentell
abgeleitet und bestétigt. In der Theorie wird mit Hilfe von Kraften und Drehmomenten argumentiert und
anschliefend mithilfe von Python fiir sehr viele Breiten w funktionierende Héhen h berechnet und visuell in
Form eines Diagramms ausgegeben. Der experimentelle Ansatz basiert hingegen darin, fiir viele Breiten w
durch Probieren maximal und minimal Héhen h zu finden.

2 DMotivation

Die Erforschung von Rampen Léufern hat sowohl wissenschaftliche als auch praktische Bedeutung. Wissen-
schaftlich gesehen sind Rampenlédufer interessante Systeme, die nur mithilfe von potentieller Energiezufuhr
Bewegung erzeugen kénnen. Praktisch gesehen konnen Rampenlédufer als Inspiration fiir die Entwicklung von
energieeffizienten Robotern dienen, die sich in unwegsamen Gelénde fortbewegen kénnen.

3 Fragestellung

Die Aufgabe stammt vom GYPT mit folgender Originalversion: Construct a rigid ramp walker with four legs
(e.g. in the form of a ladder). The construction may begin to ‘walk’ down a rough ramp. Investigate how the
geometry of the walker and relevant parameters affect its terminal velocity of walking.

Ubersetzung: Konstruieren Sie einen starren Rampenliufer mit vier Beinen (z. B. in Form einer Leiter).
Die Konstruktion soll beginnen, eine unwegsame Rampe hinunter zu ”laufen”. Untersuchen Sie, wie sich die
Geometrie des Rampenlédufer und die relevanten Parameter auf die Endgeschwindigkeit des Rampenlaufers
auswirken.

Die zentrale Frage, die in diesem Artikel untersucht wird, ist: Bei welchem Verhéltnis der Parameter Hohe
und Breite des Laufers ist das Laufen moglich? Diese Frage ist wichtig, weil sie die grundlegende Bedingung
fiir das Ermitteln der Endgeschwindigkeit ist. Um diese Frage zu beantworten, werden sowohl theoretische
als auch experimentelle Methoden angewendet.

4 Theorie

Die Bewegung des Laufer besteht aus einer Vorwértsbewegung (der Léufer lehnt sich nach vorne) und einer
Rotationsbewegung.! Die folgenden Abbildungen zeigen alle spiter genutzten Variablen.

IBilder vom Bewegungsablauf des Laufer sind im Anhang zu finden



Abbildung 1: Seitenansicht de L#ufers nach der Abbildung 2: Seitenansicht de Lé&ufers nach der
Vorwértsbewegung Vorwirtsbewegung

Abbildung 3: Frontalansicht des Léufers vor der Ro- Abbildung 4: Frontalansicht des Liufers vor der Ro-
tationsbewegung tationsbewegung



4.1 Vorwirtsbewegung

(Siehe Abbildung 1 und Abbildung 2)
Damit der Laufer authort sich nach vorne zu lehnen muss ein Kréftegleichgewicht zwischen den zur Rampe
parallel wirkenden Kréften herrschen.
Um tiiberhaupt mit diesem Laufen zu beginnen miissen seine vorderen Beine &bknickeniind nicht rutschen.
Somit bleiben die ”Fiifle” (Kontaktpunkte zum Boden) an der gleichen Stelle. Gleichzeitig miissen die hinteren
Beine iiber die Rampe gezogen werden, wodurch eine Widerstandskraft der Gleitreibung Fr entsteht. Diese
ist das Produkt der Normalkraft und des Reibungskoeffizient r, welcher Experimentell bestimmt wurde.
Durch das Abknicken”der Beine wird die Feder verkiirzt und somit entsteht eine Federkraft, die beide End-
punkte der Feder "nach auflen driickt”. Da jedoch der eine mit dem Bein an dem Fufl verbunden ist, kann
dieser nicht "nach auflen gedriickt” werden, da sonst sich der Fufl bewegen miisste. Somit wirkt die Federkraft
nur in eine Richtung mit dem Winkel § zur Rampe. Somit gilt fiir die entstehende Kraft F's X nach der Formel
fiir die Federkraft (k- (so — s1)):

Fsx =k-(sg—s1)-cosd (1)

Die Gewichtskraft Fz kann in eine Kraft Fx parallel zur Rampe geteilt werden. Fiir diese gilt:
Frx =Fg-cos90 — A\ = Fg -sin A (2)
Wenn der Liufer sich also nicht mehr nach vorne bewegt, gilt ein Kraftegleichgewicht:
0=—-Fr—Fsx + Frx (3)

¢ kann mithilfe des Sinus- und Kosinussatzes in Abhéngigkeit von den Langen b, ¢ und des Winkels 8; wie
folgt berechnet werden:

. _ t ﬁ
0 = 1 + m/2 — arctan (é) — arcsin S (61 arctan b) s (4)
\/2h2 412 —-2-h-I2+h?-cos (61 — arctan %)

Aus (1), (2), (3) und da

s1 =1/ +71r3—21 -7y cosf
folgt:
0=—Fr—FsX + Frx = —Fr—

. _ tan &
k- <so - \/rf +72—21-72 ~cosﬁ1> -cos | B1 + /2 — arctan (%) — arcsin sin (1 — arctan 7) h
\/2h2 +12—-2.¢-vI24+ h? . cos (ﬂl — arctan%)

Fe -sin A (5)

Da in (5) nur 8, unbekannt ist, kann dieses bestimmt werden. (Wurde mithilfe von Python errechnet, indem
fiir sehr viel Werte von 31 die Gleichung getestet wurde und der Wert fiir 8, gewéhlt wurde bei welchem die
Gleichung erfiillt ist (bzw. sehr knapp nicht erreicht wurde)). Wenn der Winkel 3y erreicht wird, so ist die
Hohe h minimal. Diese Lange bezeichne ich als hy. Fiir h; gilt nach dem Sinus- und Kosinussatz und nach

(4):

hl _ sin (51 — arctan %) ) \/m h (6)
\/2h2 +12—2-h- 1>+ h? - cos (B — arctan %)

Da in (6) nichts unbekannt ist, kann h; bestimmt werden.

4.1.1 Weitere spiter benottigte Werte

Zunichst konnen durch A und hy die Werte fiir dy, d1, ep und e; bestimmt werden.
Nach dem Kosinussatz gilt fiir dy:

2
w w
do = h? — h - si
0 \/<2cosa1> * COos 1 sin(en) @




Analog gilt nach dem Kosinussatz fiir d:

2
w w
dy = h? — k- si
! \/(2cosa1> + COos (rq sin(e) ®)

4.2 Rotationsbewegung

(Siehe Abbildung 3 und Abbildung 4)

Die Rotation ist senkrecht zur Rampe, sodass ich im Folgendem die Geometrie des Laufer auf eine Ebene
senkrecht zur Rampe projiziere und mithilfe 2-Dimensionaler Geometrie die Drehmomente bestimme.
Zuniichst Teile ich die Rotationsbewegung in drei Teile mit jeweils Anfangs- und Enddrehmomenten. Diese
wirken parallel zur Rampensteigung entlang der Achsen von zwei ”hintereinander stehender” Fiiflen zweier
Beine (siehe Bild ) und werden durch die Projektion zu den Zwei Drehpunkten Ag und Aj;.

Die Teile sind die folgenden:

1.Teil: Der Drehpunkt wechselt von A; zu Ap (bzw. anders herum)
2.Teil: Der Léufer rotiert entlang des Drehpunktes Ag (bzw. Ay) bis die Rotation stoppt

3.Teil: Der Liufer rotiert entlang des Drehpunktes Ag (bzw. Ap) zuriick bis die anderen Fiifle auf die Rampe
treffen

4.2.1 1.Teil

Das Anfangsdrehmoment dieses Teils bezeichne ich mit 7y. Fiir dieses Drehmoment mit der senkrecht wir-
kenden Kraft F gilt:
7'0:F"d1:>F‘:E (9)
dy
Anschlieflend wird das Drehmoment auf Ay iibertragen wodurch fiir 7 (das Drehmoment nach dem 1.Teil)
folgendes gilt:

7= F - do-sin(90 — eg — 1) = dio ~dy - $in(90 — eg — 1) (10)
1

4.2.2 2.Teilrotation

Das Anfangsdrehmoment dieses Teils betrigt 71 und das Enddrehmoment (bzw. die Summe aller Drehmo-
mente an diesem Punkt) betrégt 0, da sonst der Laufer nicht aufhoren wiirde zu rotieren. Wihrend dieses
Teils wird durch die Kriimmung des vorderen Beins hg zu hy verkleinert (per eigener Definition), da am Ende
dieses Teil f; erreicht wird (siehe 2.1). AuBlerdem verkleinert sich eg auf es (per eigener Definition).

Da am Ende dieses Teils das Drehmoment 0 betrégt, muss die Summe der Drehmomente der Gewichtskraft
71 betragen.

4.2.3 3.Teilrotation

Das Anfangsdrehmoment dieses Teils betrigt 0 und das Enddrehmoment (bzw. die Summe aller Drehmomente
an diesem Punkt) bezeichne ich mit 7.

Nur die Gewichtskraft verursacht ein Drehmoment. Diese ist Abhingig vom Winkel e, der von ey zu eq
verkleinert wird (per eigener Definition). Demnach gilt:

= / " (Fo - dy - sin(e) de)

€2

=Fg-di- /61 (sin(e) de)

€2

= Fg - dy - (cos(ea) — cos(er)) (11)



Damit der Laufer nicht aufhort zu laufen, darf das Drehmoment nicht abnehmen und demnach muss folgendes
gelten:

To = T2
= Fg - dy - (cos(ez) — cos(er)) (12)
s e, die Unbekannte kann mithilfe von dem 2.Teil eingegrenzt werden (Umformungen analog zu (9)):
)

/60 (Fg - dp -sin(e) de) > 7 > / (Fg - dy -sin(e) de)

€92 €92

F¢ - do - (cos(ea) — cos(eg)) > 11 > Fg - dy - (cos(ea) — cos(ep)) (13)

Aus (8) und (11) folgt:

Fe - dp - (cos(ez) — cos(eg)) > ;—0 ~dp -sin(90 — eg — e1) > F¢ - dy - (cos(ez) — cos(ep)) (14)
1
Aus (10) und (12) folgt:

Fg - dp - (cos(ea) — cos(eg)) > Fg - dy - (cos(ez) — cos(eq))

~dp - sin(90 — eg — €1)

dy
= Fg - (cos(ez) — cos(ey)) - do - cos(eg + €1)
> Fg - dy - (cos(ez) — cos(eg)) |/Fe/do
cos(eg) — cos(eg) > (cos(ea) — cos(eq)) - cos(eg + e1) > @ - (cos(ea) — cos(ep)) (15)

do
Aus (15) folgen die folgenden zwei Ungleichungen fiir cos(eg):

cos(eg) - di — dp - cos(ey) - cos(eg + e1)
d1 — do . COS(60 + 61)

cos(eg) — cos(ey) - cos(eg + e1)
1 —cos(ep + €1)

< cos(eg) < (16)
Diese Gleichung implementiere ich in Python fiir bestimmte Paare von w und h Werten, die in einem be-
stimmten Bereich liegen. Falls die obere Grenze kleiner als 0 oder die obere Grenze kleiner als die untere ist, so
gilt das Paar nicht als ”funktionierend” (der Laufer kann mit diesen Parametern nicht laufen). Die funktionie-
renden Paare wurden im unterem Diagramm mit griinen Punkten dargestellt: Die griinen Punkte kénnen mit
zwei linearen Funktionen, den Trendlinien der maximalen bzw. minimalen Werte von h, eingegrenzt werden.
Somit gilt fiir mogliche Werte hy und deren Breite wy:

fmm(wf) = wy - 0.507 <hf < wy - 0.84 = fm,u(wf) (17)
h
0.507 <—L < 0.84 (18)
wy

4.2.4 Anmerkung

Es sollte angemerkt werden, dass falls sogar hy (17) erfiillt der Laufer nicht unbedingt auch funktionieren
muss. Hingegen wenn mindestens eine der Ungleichungen nicht erfiillt ist, dann funktioniert der Laufer be-
stimmt nicht.

Weiter wurde die Luftwiderstandskraft und die Verschiebung des Massenschwerpunkt bei der Projektion auf
die Ebene ignoriert. (Die ”Plattform”des Liufers ist nicht parallel zur Rampe, jedoch wurde bei der Berech-
nung des Massenschwerpunkts dieser Aspekt vernachlissigt, da so nur ein sehr kleiner Fehler entsteht.)

Im Diagramm sind manche Stellen ”leererils andere. Dies liegt an den Rundungsfehlern beim Berechnen und
daran dass diese Teilweise in der Trigonometrie mathematische Fehler herbeifithren kénnen. Die mathemati-
schen Fehler bzw. deren Paare werden nicht als Punkt abgebildet.



Effekt der Parameter w und h auf dass Funktbonieren des Laufers
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Abbildung 5: Seitenansicht de Liufers nach der Vorwirtsbewegung

5 Experiment

5.1 Materialien
Material: Fiir dieses Experiment wurden folgende Materialien genutzt:

e Fine Holzrampe mit einer rauen Oberfliche, die verhindert, dass der L&iufer abrutscht, und einem

Steigungswinkel von 20°
e Ein Handy (und Computer mit Tracker Software)
e Fin Stativ, um das Handy stabil zu halten

e Ein Liufer aus Lego, dessen Breite w und Hohe h man variieren kann

5.2 Vorgehensweise und Methoden
Die Methode dieses Experiments besteht aus folgenden Schritten:

1 Man wihle beliebige verschiedene Werte fiir die Breite w des Léufers aus, in unserem Fall die Werte,
die zwischen 4 cm und 15 em (5¢m, 6em, 7em, ... ,14cm) liegen.



Abbildung 6: Experimentaufbau Abbildung 7: Nahansicht des Léufers

2 Fiir jeden Wert von w wird ein minimales h und ein maximales h gesucht, bei denen ein Laufer {iber
eine Rampe laufen kann, ohne anzuhalten oder umzufallen. Die Werte werden vom niedrigsten zum
héchsten getestet, indem der Laufer auf die entsprechende Hohe (bzw. Linge der Beine) eingestellt und
auf die Rampe gestellt wird. Anschliefend wird er rotiert und losgelassen, wodurch er zuriickrotiert
und der Lauf beginnt. Wenn dieser Lauf nicht authort, ist h ein giiltiger Wert. Die Stellen, an denen
der Laufer anfingt oder authort zu laufen, werden genauer untersucht und dort werden mehr Versuche
durchgefiihrt, um das Minimum und Maximum von h so genau wie moglich zu bestimmen.

3 Fiir die zwei gefunden Werte fiir h, wird der Liufer mit einem Handy (Kamera) aufgenommen und die
Geschwindigkeit getrackt. Wenn die Geschwindigkeit konstant ist (bzw. ein wiederholendes konstantes
Muster hat), kann sichergestellt werden, dass der Léufer fiir diese Hohe nicht aufhért zu laufen?.

4 Die Schritte 2 bis 3 werden fiir alle Werte von w wiederholt und die minimalen und maximalen Werte
fiir h, die einen nicht aufhérenden Lauf ermoglichen, werden notiert.

6 Ergebnisse

Die erhaltenen Werte fiir die minimalen und maximalen Hohen wurden im Diagramm (Abbildung 8) dar-
gestellt. AnschlieBend erhalte ich durch die Trendlinie dieser Werte lineare Funktionen fiir die maximalen
und minimalen Hohen h (Abbildung 9). (Da diese eine sehr kleine Abweichung zu den Werten haben, kann
angenommen werden, dass die Werte linearen Funktionen folgen.) Diese lauten:

gmm(wf) =wy - 0.531 <hy <wy-0.792 = gmam(wf) (19)
h
0.531 <L < 0.792 (20)
wy

7 Ergebnisdiskussion

Die Ergebnisse bzw. die Funktionen liegen innerhalb” der Funktionen aus (). Somit wird die Theorie bestiitigt,
da wenn h (20) erfiillt, es automatisch auch (18) erfiillt.

7.0.1 Fehlerbetrachtung

Es wird keine Fehlerrechnung durchgefiihrt, da der Liufer entweder 1duft oder nicht. Bei der Messung werden
also keine Fehler gemacht. Trotzdem sollte man sich den folgenden Fehlerquellen bewusst sein:

1 Der Aufbau des Laufers wurde vor allen Versuchen immer kontrolliert, ob alle Komponenten des Laufers,
wie die Beine und die Fiifle, an der richtigen Stelle und stabil genug befestigt sind. Jedoch kann nicht
verhindert werden, dass die einzelnen Komponenten wéhrend dem Hinunterlaufen der Rampe instabiler

2Bild vom Tracker Porgramm im Anhang
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Abbildung 8: Frontalansicht des Laufers vor der Rotationsbewegung
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Abbildung 9: Frontalansicht des Laufers vor der Rotationsbewegung



werden. Die Wucht, die durch das seitliche Schaukeln auf der Rampe entsteht und auf die Beine wirkt,
konnte die Legoteile von der Befestigung leicht lockern, welches Einfluss auf das Hinunterlaufen der
Rampe und folglich auch auf die benotigten Messdaten hat.

2 Ebenfalls konnten die Schraubenfedern moglicherweise die vorderen Beine, aufgrund von zu grofler
Reibung in der Vogelfeder, nicht schnell genug nach vorne driicken. Dies kann dazu fithren, dass das
jeweilige vordere Bein nicht im zur Grundfliche neutralen 90° Winkel, wo die Federn maximal ausge-
dehnt sind, den nédchsten Schritt macht, sondern schon frither, wenn das Bein einen kleineren Winkel
von 90° hat. Dies hétte ebenso Auswirkungen auf das Hinunterlaufen der Rampe des Laufers und die
zugehorigen Messdaten, da der Rhythmus der einzelnen Schritte beeintréchtigt wird.

3 Es kam auch vor, dass das Schaukeln des Laufers beim Hinunterlaufen der Rampe unregelmifig war.
Die Ursache davon ist, dass beim Start etwas zu stark angestupst wird. Dies ist jedoch schwierig zu
vermeiden, denn jedes Mal wird unterschiedlich stark angestupst, auch wenn es nicht danach aussieht.
Nach einigen Schritten, die der Léiufer gemacht hat, gleicht sich der Rhythmus wieder aus, falls die
gednderten Parameter den Laufer erlauben, laufen zu kénnen.

4 Es kann auch dazu kommen, dass der Laufer aufgrund von ungleichméfiger Rauheit auf der Rampe nicht
l4duft, sondern rutscht. Dies tritt aber nur in sehr kurzen Zeitraumen auf. In solchen Féllen lag es nicht
an den ausgewéihlten Parametern, denn der Laufer war in der Lage, nach dem Rutschen weiterzulaufen.

Wie erwihnt sind diese Punkte der Fehlerbetrachtungen fiir unsere Problemfrage eher weniger relevant, da
wir nur untersuchen, ob der Laufer mit bestimmten Parametern laufen kann oder nicht. Diese Fehlerbetrach-
tungen hétten einen Einfluss auf die Geschwindigkeit des Laufers, die er braucht, um die Rampe hinunter zu
laufen.

8 Fazit und Ausblick

Es wurde ein erforderliches Verhéltnis der Hohe und Breite des Léufers iiber einen theoretischen und prak-
tischen Weg bestimmt und nachgewiesen. Weiter ist die Theorie die Grundlage aller weiteren Berechnungen
(auch der der Endgeschwindigkeit). Um sie zu vervollstindigen, miisste man die Verformung der Feder in
Relation zur Zeit bestimmen und anschliefend daraus die Werte fiir 5, und h; in Relation zur Zeit errechnen.
Daraus kénnte man anschliefend tau; bestimmen und demnach hitte man auch e; und somit alle benétigten
werte fiir die Berechnung.

9 Anhang

Visuelle Auswertung der Geschwindigkeiten bei den Vermuteten Maximal bzw. Minimal Werten fiir h:
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